UFJF — MODULO Il DO PISM — TRIENIO 2012-2014 — PROVA DE MATEMATICA
PARA O DESENVOLVIMENTO E A RESPOSTA DAS QUESTOES, SO SERA ADMITIDO USAR CANETA ESFEROGRAFICA AZUL OU PRETA.

Questao 1 — Quatro formandos da UFJF, André, Bernardo, Carlos e Daniel, se juntaram para organizar um
churrasco. O nimero de convidados de Daniel é igual a soma do niumero de convidados de Bernardo e de
Carlos. O nimero de convidados de Carlos € igual a soma do nimero de convidados de André e Bernardo. A
soma do nimero de convidados de Bernardo, Carlos e Daniel é oito vezes o niumero de convidados de André.
Sabendo que cada formando convidou pelo menos uma pessoa, e, no maximo, 15 pessoas, determine o
namero de convidados de cada formando.

Sejam A o numero de convidados de André, B o nimero de convidados de Bernardo, C o nimero de
convidados de Carlos e D o niimero de convidados de Daniel.

Como o numero de convidados de Daniel é igual a soma do nimero de convidados de Bernardo e Carlos
temos que

D=B+C. (Equacéo 1)

Como o numero de convidados de Carlos é igual a soma do nimero de convidados de André e Bernardo
temos que

C=A+B. (Equacéo 2)
Finalmente, como a soma do numero de convidados de Bernardo, Carlos e Daniel é oito vezes o nimero de
convidados de André temos que

B+C+D=8A. (Equacéo 3)
Substituindo a Equacgédo 1 na Equacao 3 temos que

(B+C)+D=8A = D+D=8A= D=4A. (Equagio 4)

Substituindo a Equagéo 4 na Equacéo 1 temos

4A=B+C. (Equacdo 5)
Substituindo a Equacéo 2 na Equacéo 5, temos

4A=B+A+B = 2B =3A. (Equacio 6)
Substituindo a Equacéo 6 na Equacéo 2, temos
2C =5A. (Equacéo 7)

Como os numeros de convidados de André, Carlos, Bernardo e Daniel devem ser niUmeros inteiros maiores

ou iguais a 1, da Equacéo 7, concluimos que A deve ser um mdltiplo de 2 diferente de zero.
Observando a Equacao 4, como Daniel pode convidar no maximo 15 pessoas, temos que

4A<16,
ou seja, A é um nimero inteiro par que satisfaz

0<A<E.
4

A Unica solucdo é A=2.

Substituindo o valor encontrado para A nas Equacbes 4, 6 e 7, temos que
A=2,B=3,C=5e D=8.

Pauta de correcéo:

1) Exibir as equacgbes 1, 2 e 3 — até 1,5 pontos;

2) Exibir as equaces 4, 6 e 7 ou equivalentes — até 2 pontos;

3) Utilizar a restricdo imposta para solucionar o problema — até 1,5 pontos.

Proibido escrever na prova informag6es como: apelidos, desenhos, nome, nimeros, simbolos e tudo o que possa identificar o candidato.
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Questao 2 — Considere o polinémio P(X) =16x> —48x* —40x® +120x* +9x — 27.

a) Sabendo que P(X) possui uma raiz r natural menor que 5, determine .

As possiveis raizes racionais irredutiveis de p(X) sdo da forma r = B onde p é um divisor de — 27 e
q é um divisor de 16. Portanto, as possiveis raizes inteiras r de p(x) sdo da forma
r=2 com pe{-27,-9,-3-1139,27} e qe{-1 1}.
q

Sabendo, ainda, que r € um numero natural menor que 5, os possiveis candidatos para r séo
r=1our=3.

Como p(1)=16—-48-40+120+9-27=30 e p(3)=3888-3888-1080+1080+27—-27=0,
temos que = 3.

Valor da letra a: até 2,0 pontos.

()
X—r

b) Determine o polindmio ((X) =

Por Briot-Ruffini:
|16 -48 -40 120 9 -27
3/16 0 -40 0 9] 0

Portanto, temos que (X) =16x* —40x*+9.

Ou por divisdo de polinbmios, temos:

16x%  —48x% —40x® +120x? 49x —27 x—73
—16x° +48x* 16x* —40x*+ 9
—40x? +120x* +9x —27
+40x® —120x°
+9x —27
—Ox +27
0

Portanto, temos que (X) =16x* —40x* +9.

Valor da letra b: até 1,0 ponto.

c) Determine todas as raizes de ((X), especificando suas multiplicidades.

Substituindo y = x> em ¢(X) =0 temos 16y* —40y+9=0 .
Usando a férmula de Bhaskara temos:
g 40+ V1024 40+32

32 32
< 1 2 3 3
Entdo, y=—ou Yy=—.Se y=—,temos X" =—eg, portanto, X=—ou X= ——.
4 4 4 2 2
1 , 1 1 1
Se y=—,temos X~ =—e, portanto, X=Eou X= —E.
: ] o .1 13 ] -
Assim, as raizes do polindémio ((X) s&o E _E ,Ee —E. Como encontramos quatro raizes distintas e o

polinémio (X) é de grau 4, temos que todas as raizes possuem multiplicidade 1.
Prq 2
Valor da letra c: até 2,0 pontos.
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Questdo 3 — Jodo nasceu no dia 15/12/1951 e decidiu usar os algarismos de sua data de nascimento para
produzir a senha de sua conta bancaria.

a) Quantas opcles de senha Jodo tera, ao formar uma sequéncia de oito digitos, usando apenas o0s
algarismos de sua data de nascimento?

A sequéncia de oito digitos sera formada por quatro algarismos iguais a 1, dois algarismos iguais a 5, um
algarismo igual a 2 e um algarismo igual a 9. Assim, ha quatro algarismos distintos, sendo que dois deles
sdo repetidos quatro e duas vezes, respectivamente. Isso indica que sera feita uma permutagéo de oito
elementos, com repeticdes 4,2,1 e 1. Portanto, o nimero de senhas possiveis € igual a

8  8.7-65

n= = =840.
41211111 2

Como foi redigido, o problema formulado na letra (a) permite a seguinte interpretacdo, que também foi
considerada:

Podemos usar os algarismos 1,2,5 e 9 em qualquer posi¢éo dos digitos da senha de 8 digitos. Neste caso,
teremos, pelo Principio Multiplicativo, que o nimero de senhas é 4x4 xAxAxA4x4x4x4=48,

Valor da letra a: até 2,0 pontos.

b) Para acessar a conta pela internet, o banco de Jodo exige uma senha de quatro digitos. Sabendo que Joao
deseja usar apenas os seis Ultimos digitos de sua data de nascimento, quantas op¢des de senha ele tera?

Para formar a senha de quatro digitos, h& disponiveis trés algarismos iguais a 1, um algarismo igual a 2, um
algarismo igual a 5 e um algarismo igual a 9.

Caso 1: A sequéncia possui trés algarismos iguais a 1. Come¢amos escolhendo trés posicdes para os

41
algarismos 1 de ﬁ formas. Ha trés possibilidades para o quarto algarismo restante a ser usado na

senha: 2, 5 e 9. Pelo principio multiplicativo, o nimero de senhas possiveis € dado por N, = 3-3—" =12.
Caso 2: A sequéncia possui dois algarismos iguais a 1. Comegamos escolhendo duas posi¢cfes para 0s

41
algarismos 1 de ———— formas. Para as duas posicOes restantes devemos escolher dois entre os trés

211111
3!
algarismos 2, 5 e 9. Temos Tformas para as duas posicdes restantes. Pelo principio multiplicativo, o
3! 4!
namero de senhas possiveis & dado por n, = EE =

Caso 3: A sequéncia é formada pelos quatro algarismos distintos. Neste caso, o nimero de senhas
possiveis € dado por N, =4!=24.

Sendo assim, o nimero de senhas possiveis € N=n +nN, +N, =72.

Como foi redigido, o problema formulado na letra (b) permite a seguinte interpretacdo, que também foi
considerada:

Podemos usar os algarismos 1,2,5 e 9 em qualquer posigdo dos digitos da senha de 4 digitos. Neste caso,
teremos, pelo Principio Multiplicativo, que o niimero de senhas é 4x4 x4x4=4",

Valor da letra b: até 3,0 pontos.

Proibido escrever na prova informag6es como: apelidos, desenhos, nome, nimeros, simbolos e tudo o que possa identificar o candidato.
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Questdo 4 — Ao estudar a orbita circular de um planeta ao redor de uma estrela, com o auxilio de um plano
cartesiano, um jovem astrénomo percebeu que esta passava pelos pontos A=(0,1)e B=(1,2)e tinha raio

r= \/g U.A., sendo que uma unidade astronémica ou um U.A. é igual a 1,5x10" metros.

a) Sabendo que a estrela encontra-se no ponto P que é o centro da érbita circular, cuja primeira coordenada
€ positiva, determine a equacao da circunferéncia que descreve a 6rbita.

O centro P = (X, y) desta Orbita tem a mesma distancia dos pontos A e B dados e

satisfazem
d((xy).(0)=d((xy),(L2))=

Jx=0 +(y=1)° =J(x-1° +(y-2)’ =
X+ Y =2y +1=X* —2X+1+ Yy -4y +4=>X+y=2.

Os pontos da reta X +Y = 2 que distam \EdeAeBséo dados por
d((x,2—x),(0,1)): B=x+1-2x+x2 =5= x> —x—-2=0.
Logo, X=2 ou X=-1.

Como a primeira coordenada do ponto P ¢ positiva,
Xx=2=y=2-2=0=P=(20).
Entdo, a equacao da circunferéncia é dada por
(x—2)* +y* =5.
Valor da letra a: até 2,5 pontos.

b) Apds um periodo de observacao, o astrbnomo percebeu que uma grande erupcao estelar atingiu a 6rbita do
planeta do ponto A até o ponto B. Determine a area atingida pela erupcéo, considerando que essa é
aproximadamente a area do triangulo de vértices A, B e P.

Considere o tridngulo de vértices A, B e P.
Temos que E=\/(1—0)2+(2—1)2 =42. B

Como AP =BP = \/5 , 0 tridngulo é isésceles e, portanto, a altura do

triangulo relativa ao lado AB é igual ao comprimento da mediana
relativa ao lado AB . A

Seja M o ponto médio do segmento E e considere o triangulo

de vértices A, M e P, retanguloem M . Como MB =% = g ,pelo Teorema

de Pitagoras, temos que MP =—.

A

Logo a area do tridngulo de vértices

Valor da letra b: até 2,5 pontos.

Proibido escrever na prova informag6es como: apelidos, desenhos, nome, nimeros, simbolos e tudo o que possa identificar o candidato.
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Questdao 5 — Para um campeonato de voleibol, um técnico convocou 12 jogadores, sendo um libero e dois
levantadores. Para o inicio de uma partida, devem ser escolhidos 6 jogadores que ficardo em seis posicdes
distintas, sendo 3 na parte superior da quadra e 3 na parte inferior.

a) Determine o nimero de maneiras distintas do time ser escalado para o inicio de uma partida, sendo que
quaisquer jogadores podem comecar a jogar, independente de serem levantadores ou libero.

Como qualquer dos 12 jogadores podem comecar jogando em qualquer uma das 6 posicdes, para a
primeira posicdo devemos escolher um entre os 12 jogadores. Para a segunda posi¢cdo devemos escolher
um entre os 11 jogadores restantes. Para a terceira posicdo devemos escolher um entre os 10 jogadores
restantes, e assim sucessivamente até a sexta posi¢éo. Pelo principio multiplicativo, o nimero de maneiras
distintas do time ser escalado é dado por

n=12-11-10-9-8.7.

Valor da letra a: até 2,0 pontos.

b) Sabendo que esse técnico sempre comeca 0 jogo com exatamente um levantador e que o libero sempre
joga em uma das trés posicdes da parte inferior da quadra, determine o nimero de maneiras diferentes de
iniciar uma partida.

O levantador pode ser escolhido de duas maneiras. O libero pode estar nas trés posicbes diferentes na
parte inferior da quadra. Uma vez determinada a posi¢cdo do libero, o levantador pode estar em cinco
posi¢cdes diferentes da quadra. As outras quatro posi¢des da quadra devem ser ocupadas pelos 9 jogadores
restantes. Observe que ja foram escolhidos um libero e um levantador dentre duas opgdes. Pelo principio
multiplicativo, o nimero de maneiras distintas de iniciar uma partida sera dado por

nN=2-3-5;9-8-7-6

L |:Posi<;6es para os demais jogadores

Posi¢Bes para o levantador
Posicoes para o libero
Escolha do levantador

Valor da letra b: até 2,0 pontos.

¢) Supondo que o técnico ndo compareceu no dia da partida e que o auxiliar recém contratado escalou o time
aleatoriamente, calcule a probabilidade dessa escalagéo estar de acordo com as condi¢gfes do item b).

A probabilidade é dada pela divisdo do nimero de maneiras diferentes de iniciar uma partida nas condi¢des
do item b) pelo nimero de maneiras diferentes de iniciar uma partida nas condi¢des do item a), isto é,

2359876 3
12-11-10-9-8-7 22°

Valor da letra c: até 1,0 ponto.

Proibido escrever na prova informag6es como: apelidos, desenhos, nome, nimeros, simbolos e tudo o que possa identificar o candidato.
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